Estudio de la viabilidad sobre el uso de los modelos de plasticidad cristalina en la modelización de la deformación plástica de cristales hexagonales. by Amitrano, Maxime
Estudio de la viabilidad sobre el uso de los modelos de plasticidad cristalina en la modelización de la 





Este proyecto esta una primera enfoque de la viabilidad sobre el uso de los modelos de 
plasticidad cristalina en la modelizacion de la deformacion plastica de cristales 
hexagonales. El estudio predende encontrar opciones para modelizar la deformacion 
plastica de cristales hexagonales compactos (HCP) a partir de un modelo preexistente para 
cristales cúbicos centrados en las caras (FCC) implementado en FORTRAN para el 
programa ABAQUS, de forma tal de definir precisamente los cambios necesarios en la 
función de endurecimiento. En primer lugar se definen los sistemas de deslizamiento para 
cristales hexagonales. A partir de esto se comparan las leyes de endurecimiento para un 
cristal hexagonal con el modelo de Pierce, Asaro y Needleman (PAN) y se trazan las 
curvas de la evolución de la tensión cortante crítica en función de la deformación cortante. 
De esta manera se ve que la ley de PAN sigue la misma forma que los modelos para 
cristales hexagonales y se puede definir parámetros de endurecimiento para que las curvas 
sean de la misma forma. Las conclusiones son que las estructuras HCP tienen en 
temperatura ambiente y sin tener en cuenta los deslizamiento de twinning, tres familias de 
deslizamiento: basales con tres direcciones preferenciales, prismática con tres direcciones 
preferenciales y piramidal con seis direcciones preferenciales. El factor que tiene tres 
planos de deslizamiento necesita definir una tensión cortante inicial, una tensión de 
saturación y una velocidad de endurecimiento inicial para cada plano. Además las 
interacciones entre sistemas de deslizamiento son más complejas que en una estructura 
FCC, necesitándose de la construcción de una matriz de endurecimiento de tamaño 12x12. 
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Lista de símbolo 
 
Símbolos Descripción 
b  Modulo del vector de Burgers  
ρ  Densidad de dislocaciones  
ρm  Densidad de las dislocaciones móviles  
l  Longitud de las líneas de dislocación  
v  Unidad de volumen  
N  Número de puntos de intersección  
a  Unidad de superficie  
τR  Tensión cortante resuelta  
τc  Tensión cortante resuelta critica  
ms  Factor de Schmid  
α  Coeficiente de proporcionalidad  
μ  Modulo de Coulomb  
κ  Coeficiente de proporcionalidad  
σ0  Tensión de fricción  
σc  Tensión cortante critica para iniciar la deformación en los granos vecinos  
d  Tamaño del grano  
(α)  Sistema de deslizamiento principal  
(β)  Sistema de deslizamiento segundario  
s, s*  Dirección de deslizamiento en la configuración iníciale y fínale  
n, n*  Normal al plano de deslizamiento en la configuración iníciale y fínale  
F  Tensor de deformación plástica  
L  Gradiente de velocidad  
γ’  Velocidad de deformación cortante  
Γ0’  Velocidad de deformación cortante iníciale  
*τ∇  Velocidad de Jaumann  
C  Constante de rigidez elástica  
τμ  Tensión de larga distancia  
τθ  Tensión de corta distancia  
υD  Frecuencia de Debye  
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k  Constante de Boltzmann  
ΔV*  Volumen de activación  
ΔG0  Energía de activación máxima  
v  Velocidad media de las dislocaciones  
m  Coeficiente de sensibilidad a la velocidad  
hαβ  Matriz de endurecimiento  
k1  Constante de multiplicación de las dislocaciones  
k2  Constante de aniquilación de las dislocaciones  
yc  Distancia media de aniquilación  
B  Numero de obstáculos encontrados hasta la parada  
τ0  Tensión cortante iníciale  
τs  Tensión cortante a saturación  
τI  Tensión cortante al principio de la etapa I  
h0  Velocidad de endurecimiento iníciale  
hI  Velocidad de endurecimiento de la etapa I  
q  Parámetro del material  
γt Deformación plástica total 
ρT Densidad de dislocaciones total 
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Esta memoria trata de mi proyecto de final de carrera que he efectuado durante el primero 
semestre de 2008/2009 en el laboratorio del GRICCA en la Escola Universitària 
d’Enginyers Tècnics Industrials de Barcelona, Universitat Politècnica de Catalunya. 
Durante mi proyecto he efectuado, con el Profesor Alcalá y su equipo, un estudio sobre la 
viabilidad sobre el uso del modelo de plasticidad cristalina Pierce, Asaro y Needleman 
(PAN) en la modelización de la deformación plástica de cristales hexagonales.  
 
La memoria presenta los principales resultados obtenidos y las reflexiones que hemos 
hecho al fin de entender si la ley de endurecimiento de PAN puede representar el 
endurecimiento de un material de estructura HCP, cual son las diferencias entre el modelo 
de PAN por FCC y modelos por HCP y cómo modificar el modelo de PAN. La memoria 
está organizada de la manera siguiente: En primer lugar, se introduce nociones 
fundamentales sobre los diferencias en las estructuras FCC y HCP y la implicación de las 
dislocaciones en la deformación plástica. Se presentan también los varios modos de 
endurecimiento del cristal, que pueden darse por fenómenos complejos dentro o en la 
frontera del cristal así como por la presencia de defectos tales como precipitados, 
impurezas, etc. En segundo lugar, se trata la plasticidad cristalina y las ecuaciones y leyes 
matemáticas que permiten representarla. Una vez introducidos los aspectos teóricos se 
presenta las modificaciones que se puede hacer en el Fortran, por definir las limitaciones 
del código. Luego, se presenta los  tres modelos de plasticidad, se nota las diferencias se 
compara las formas de curvas y se construye una nueva función de endurecimiento por el 
modelo PAN. A continuación se construye una nueva matriz de endurecimiento y se define 
valores experimentales a partir del modelo por un zinc puro. Finalmente, se resumen los 
aspectos más importantes en las conclusiones proporcionando también algunas opciones 
por trabajos futuros.   
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2. Estructura cristalina y sistema de deslizamiento por FCC y 
HCP  
2.1. Generalidad sobre los metales 
En este proyecto se estudia los metales, elementos químicos que pueden perder 
electrones para formar cationes y enlaces metálicos. La propiedad importante, en este 
estudio, son los enlaces metálicos que se pueden definir como: una fuerza electrónica que 
mantiene unidos los átomos (unión entre cationes y los electrones de valencia) de los 
metales entre sí. Estos átomos se agrupan de forma muy cercana unos a otros, cuando 
cristalizan, lo que produce estructuras muy compactas, bien definidos y ordenadas, llamada 
estructura cristalina. Es este esfuerzo que oponemos, para desplacer los átomos metálicos, 
cuando estiramos un material. De un punto de visto macroscópico cuando se estira el 
material se deforma de manera elástica y plástica. La deformación plástica esta dado por el 
deslizamiento de las dislocaciones. Pero las dislocaciones se pueden ver desde un punto de 
visto microscópico. 
2.2. Estructura cristalina 
2.2.1. Definición 
Los metales son materiales que desarrollan una estructura atómica tridimensional 
organizada llamada cristal. Las estructuras muy compactas se llaman estructuras cristalinas. 
Los átomos de un cristal se alinean según una orientación especifica. Cuando se trata de un 
metal con un solo tipo de organización cristalina, se habla de monocristal y cuando hay 
varias estructuras diferentes con varias orientaciones se habla de policristal. Se han 
dedicado grandes esfuerzos en el estudio de la estructura de los diferentes metales y se 
sabe que, dentro del cristal, los átomos en equilibrio dinámico pueden organizarse en 
varios sistemas virtuales llamados redes de Bravais. En cada red de Bravais puede 
definirse una unidad elemental específica llamada celda unitaria compuesta de un 
conjunto de puntos con los cuales se puede reproducir el resto del espacio atómico. 
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2.2.2. Redes de Bravais 
Existen catorce tipos posibles de redes de Bravais que a su vez pueden ser 
clasificadas en siete sistemas cristalinos (triclínico, monoclino, ortorrómbico, hexagonal, 
rhombohedral, tetragonal, cúbico). Cada material cristaliza en un sistema determinado 
debido a la solidificación al bajar la temperatura del sistema. En estos casos son las leyes 
de la termodinámica las que determinan la red cristalina en la cual un determinado sistema 
debe cristalizar. Los sistemas más conocidos son el sistema cúbico con dos redes de 
Bravais muy comunes: la FCC (cúbica centrada en las caras) y la BCC (cúbica centrada en 
el cuerpo) y el sistema hexagonal con la red de Bravais HCP (hexagonal compacta). 
Algunos metales presentan una propiedad de polimorfismo que les permiten cristalizar en 







Figura 1: Los tres sistemas de cristalización más común a) BCC (cúbica centrada en el cuerpo), b) FCC 
(cúbica centrada en las caras), HCP (hexagonal compacta). Las letras “a” y “c” son parámetros de red. 
 
2.2.3. Índice de Miller 
Los índices de Miller de un plano cristalino están definidos como los recíprocos de 
las intersecciones que el plano determina con los ejes x, y, z de los tres lados no paralelos 
del cubo unitario. Las aristas de una celda cúbica unitaria representan longitudes unitarias 
y las intersecciones de los planos de una red se miden en base a estas longitudes unitarias. 
El procedimiento para determinar los índices de Miller para un plano de un cristal cúbico 
es el siguiente: 
 Escoger un plano que no pase por el origen en (0,0,0) 
 Determinar las intersecciones del plano en base a los ejes x, y, z cristalográficos 
para un cubo unitario. Estas intersecciones pueden ser fraccionarias. 
 Construir los recíprocos de las intersecciones. 
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 Despejar fracciones y determinar el conjunto más pequeño de números enteros que 
estén en la misma razón de las intersecciones.  
Estos números enteros son los índices de Miller de un plano cristalográfico y se encierran 
entre paréntesis sin usar comas. La notación (hkl) se emplea para indicar los índices de 
Miller en sentido general, donde h, k, y l son los índices de Miller para un plano de un 
cristal cúbico de ejes x, y, z respectivamente (Figura 2). 
 
Figura 2 : ejemplos de índices de Miller por un cristal cúbico. 
 
Si grupos de planos de redes equivalentes están relacionados por la simetría del 
sistema cristalino, se llaman familia de planos, y los índices de una familia de planos son 
encerrados entre llaves. Por ejemplo, los índices de Miller de los planos de la superficie del 
cubo (100) (010) y (001) se designan colectivamente como una familia con la notación 
{100}. Una importante relación sólo para el sistema cúbico es que los índices de una 
dirección perpendicular a un plano de un cristal son los mismos que los índices de Miller 
para ese plano. Por ejemplo, la dirección [100] es perpendicular al plano cristalino (100). 
 
A la diferencia de la estructura cubica la estructura hexagonal se define con cuatros 
índices de Miller, que representa su cuatros aristas de direcciones diferentes. Estos cuatrros 
ejes definen el sistema de Molinero-Bravais: {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4} (Figura 4). 
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Figura 3: ejemplos de índices de Miller por un cristal hexagonal. 
El sistema de Molinero-Bravais no es conveniente para modelado numérico, porque los 




𝑐} tal que el ejes 𝑒1
𝑐  corresponde a la dirección [1 21 0], el ejes 
𝑒2
𝑐  corresponde a la dirección [-1010], el ejes 𝑒3











Figura 4: Orthonormal sistema {𝑒1
𝑐 , 𝑒2
𝑐 , 𝑒3
𝑐}utilizado para describir los sistemas de deslizamiento en modelo 
numérico. 
2.3. Características de los cristales FCC y HCP. 
2.3.1. Propiedades estructurales cristalinas 
Las propiedades de estructurales cristalinas pueden ser definido por diferentes 
parámetros los principales son: 
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- el parámetro de red: Es la longitud de los lados de la celda unitaria. Puede haber tan 
solo uno, dos o hasta tres parámetros de red distintos dependiendo del tipo de red de 
bravais que tratemos. En las estructuras más comunes se representa con la letra a y con la c 
en caso de haber dos. 
- el número de coordinación: Es el número de puntos de la red más cercanos, los 
primeros vecinos, de un nodo de la red. Si se trata de una estructura con empaquetamiento 
compacto el número de coordinación será el número de átomos en contacto con otro. El 
máximo es 12. 
- el factor de empaquetamiento: Fracción del espacio de la celda unitaria ocupada por los 
átomos, suponiendo que éstos son esferas sólidas.  
 
Donde f es el factor de empaquetamiento o fracción de volumen ocupado, n el número de 
átomos por celda, v el volumen del átomo y Vc el volumen de la celda. Normalmente se 
suele dar el factor de empaquetamiento compacto para las diferentes celdas como indicador 
de la densidad de átomos que posee cada estructura cristalina. En este caso los átomos se 
tratan como esferas rígidas en contacto con sus vecinos más cercanos. 
 En la tabla se puede observar que las estructuras FCC y HCP tienen el mismo 
número de coordinación y el mismo factor de empaquetamiento.  







en las caras 
(FCC) 
a = 4r/√2 12 0,74 
Cu, Al, 
Au, Ag, 
Pb, Ni, Pt 
Hexagonal 
compacta (HCP) 







Tabla 1.3.1: propiedades por estructura cristalina FCC y HCP. La letra “r” representa el radio atómico. 
Por ejemplo Cu  tiene un radio atómico de 145 pm, es decir que su parámetro de red “a =  401,61 pm”. 
  
Ecuación 1.3.1 
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Figuras 1.3.1.2 : Representacion del apilamiento de los atomos en la estructura HCP con el modelo de 
esferas rígidas. 
2.3.2. Diferencias de apilamiento entre FCC y HCP 
La diferencia entre las estructuras FCC y HCP es la secuencia de apilamiento como 
se puede ver en los figuras 7 y 8. 
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 Figura 1.3.2.1: Cristalografía de la estructura HCP (hexagonal compacta), apilamiento de plano ABABA. 
 
 
Figura 1.3.2.2: Cristalografía de la estructura FCC (cúbica centrada en las caras), apilamiento de plano 
ABCABC. 
 
Son estas estructuras que explican los diferentes entre los sistemas de deslizamiento de 
estructura FCC y HCP. Podemos pensar que es diferente de desplazar un plano de boles en 
las representaciones de las estructuras FCC y HCP. 
2.4 Sistemas de deslizamiento 
2.4.1 Generalidad 
El deslizamiento no se produce sobre un plano solamente, sino sobre pequeñas 
regiones de planos paralelos llamados bandas de deslizamiento o líneas de deslizamiento, 
dependiendo de sus espesores. Puesto que todas las líneas de deslizamiento está en grupos 
paralelos dentro de cada monocristal (cada grano), deben corresponder a una misma 
familia de planos (hkl) ocupados del grano particular. A partir de mediciones sobre 
especímenes de monocristales de orientaciones conocidas se puede determinar 1) los 
planos sobre los cuales se produce el deslizamiento y 2) la dirección de deslizamiento 
dentro de estos planos. Tales experimentos han revelado que en las estructuras FCC el 
deslizamiento siempre se produce sobre los planos {111} pero solamente en las direcciones 
<110>. Esto significa que si se produce el deslizamiento sobre el plano (111) será en 
alguna de las tres direcciones ± [101], ±[110], ±[011]. 
Los cristales FCC poseen 12 sistemas de deslizamiento debido a que tienen cuatro grupos 
{111} y con tres direcciones <110> en cada una. 
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En otras estructuras de cristales metálicos, los sistemas de deslizamiento tienen más 
variabilidad. En cristales HCP reales, la relación c/a no es igual al valor ideal de 1.633 del 
modelo de esfera dura. Para los metales c/a > 1.633 hay alguna preferencia para el 
deslizamiento sobre el plano basal, <1120> (0001), mientras que para aquellos metales con 
c/a < 1.633 los sistemas de deslizamiento preferidos son los otros.  
Tres observaciones generales son de gran importancia: 
- Las direcciones de deslizamiento siempre son en la dirección de empaquetamiento 
compacto. Existen excepciones, por ejemplo, mercurio sólido. 
- El deslizamiento ocurre usualmente sobre la mayoría de los planos compactos. Esta 
observación está relacionada con el hecho de que los planos empaquetados más 
densamente también son el grupo de planos (hkl) ocupados que tienen el 
espaciamiento más amplio. 
- El deslizamiento se produce primero sobre el sistema de deslizamiento que tiene el 
mayor esfuerzo de corte a lo largo de su dirección de deslizamiento. 
2.4.2 Sistemas de deslizamiento por HCP 
 En la estructura cristalografía HCP tiene cinco sistemas de deslizamiento que  
pueden ocurrir, representada en la figura 9. Pero los sistemas π1 < c + a > y π2 < c + a > 
son activado solamente por temperaturas elevadas. Además nuestro estudio no tiene en 
cuenta la deformación por “twining”. Por eso consideramos solamente tres sistemas de 
deslizamiento Basal, Prismática y Piramidal. 
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Figura 2.4.1: Sistemas de deslizamiento en la estructura HCP. 
2.4.3 Sistemas de deslizamiento por FCC 
 En la estructura cristalografía FCC tiene solamente un familia de plano de 
deslizamiento {111} con una familia de dirección <110>, familias que permiten doce 
sistemas de deslizamiento. 
 
Figura 2.4.3 : Sistema de deslizamiento la estructura FCC 
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 En la tabla siguiente se recapitula los familias de plano los dirección y los sistemas 
de deslizamiento por los estructuras FCC y HCP. 
 
Tabla 2.4.4: Plano de deslazamiento y dirección de deslazamiento forman sistemas de deslizamiento. El 
número de sistemas de deslizamiento depende de: si los planos están paralelo y del número de dirección por 
plano. 
 
En los estructuras FCC tienen la familia de plano de deslizamiento {111} donde 
tiene 4 planos no paralelos y la familia de dirección <11 0> donde tiene 3 direcciones por 
plano, es decir que hay 12 sistemas de deslizamientos diferentes. En el caso de una 
estructura HCP tiene 3 familias de planos {0001}, {101 0}, {101 1} donde tiene 
respectivamente 3, 1, 6 planos no paralelos y las direcciones preferenciales son de la 
familia <112 0>. Es decir que hay también 12 sistemas de deslizamientos diferentes.  
 
3 Mecanismo de endurecimiento de los metales 
3.1 Generalidades sobre las dislocaciones  
3.1.1 Definición e historia 
Una dislocación se puede definir como un defecto lineal de la red cristalina. Las 
dislocaciones deforman la red de Bravais en una fila de puntos. Los movimientos de estas 
mismas permiten la deformación plástica (irreversible). Se puede decir que las 
dislocaciones transportan de manera discreta la deformación plástica. Sin las dislocaciones, 
la tensión cortante sería mucho más importante (Cristal perfecto: J.Frenkel - 1926). Las 
dislocaciones sirven para explicar la desviación significativa entre el valor teórico de 
tensión cortante en un cristal perfecto y la medida experimentalmente sobre un cristal real 
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que se introdujo la existencia de las dislocaciones (E.Orowan, M.Polanyi y G.I.Taylor - 
1934).  
Las dislocaciones están definidas por un vector que represente una discontinuidad de 
deslizamiento: el vector de Burgers (Fig.3.1.1), y el plano donde la dislocación se mueve: 
el plano de deslizamiento. El modulo y la dirección del vector de Burgers define el 










Figura 3.1.1: El vector de Burgers puede verse en esta imagen considerando un circuito juntando los 
átomos. Se constata que falta un átomo y que el vector para que el circuito sea justo es el vector de Burgers. 
 
3.1.2 Tipos de dislocaciones  
Se puede definir tres tipos de dislocaciones (Fig.3.1.2.b). El carácter de la dislocación está 
definido por el ángulo que forma el vector de Burgers y la línea de dislocación.  
 
La dislocación de cuña (o de borde) está formada por un plano extra de átomos en la red 
del cristal. Su vector de Burgers es perpendicular a la línea de dislocación. 
 
La dislocación de tornillo (o helicoidal) se forma cuando se aplica un esfuerzo cortante en 
un cristal perfecto que ha sido separado por un plano cortante. Su vector de Burgers es 
paralelo a la línea de dislocación.  
El caso más habitual es que los dos tipos de defectos citados anteriormente ocurran de 
forma simultánea, dando lugar a dislocaciones mixtas. El vector de Burgers no es ni 
perpendicular ni paralelo a la línea de dislocación, pero mantiene una orientación fija en el 
espacio.  
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Esta densidad depende de la conformación de los metales: baja densidad por los metales 
con una solidificación bien controlada y alta densidad por los metales altamente 
deformados.  
Las dislocaciones pueden generarse, cuando existe una deformación, en fisuras, 
dislocaciones preexistentes, bordes de granos o defectos de superficie. El mecanismo más 
importante de creación de dislocación se llama las fuentes de Frank-Read (F.C.Frank & 




Figura 3.1.2: Mecanismo de Frank-Read (a) y los tipos de dislocaciones en los metales (b). 
 
Se considera un segmento de dislocación anclada entre dos puntos fijos. Cuando se aplica 
una fuerza sobre la dislocación, ella misma se deforma y se alcanza una configuración 
critica semicircular. Si la tensión aplicada supera esta tensión critica, la dislocación se 
vuelve inestable y el radio no puede ser mantenido. Las dos partes de la dislocación acaban 
por encontrarse y, como sus vectores de Burgers están opuestos, anihilarse. Se resuelta una 
nueva curva de dislocación que puede moverse y crecer con el aumento de tensión. El 
segmento vuelve a su configuración estable inicial y puede reiniciarse el proceso. 
l : Longitud de las líneas de dislocación 
v : Unidad de volumen 
N : Numero de puntos de intersección 
a : Unidad de superficie 
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3.1.3 Movimiento de las dislocaciones en sistemas de deslizamiento  
En un sistema de deslizamiento, el movimiento de las dislocaciones empieza 
cuando la tensión cortante impuesta alcanza el valor de la resistencia a la cizalla de la red 
cristalina. Este valor de tensión mínima se llama tensión cortante crítica resultante (τc). La 
tensión cortante resultante τR depende de la orientación del sistema y de la fuerza aplicada 











Figura 3.1.3: Probeta en compresión con una fuerza F. El ángulo entre el eje de tracción y la dirección del 
deslizamiento es λ y el entre el eje de tracción y la normal al plano de deslizamiento es Φ. La tensión en este 
sistema corresponderá a τR = (cosλ.sinФ).σ 
 
Cada sistema de deslizamiento tiene su propio factor de Schmid bajo una fuerza dada, por 
lo tanto, el primer sistema que iniciará la deformación plástica será el que tiene el factor 
más pequeño. Al aumentar la tensión, otros sistemas van a activarse y interactuar con las 
demás. Se pueden prever interacciones entre las dislocaciones de los diferentes sistemas. 
Estas interacciones suponen un freno al movimiento de las dislocaciones. Se puede 
introducir el fenómeno de endurecimiento por deformación: si la deformación plástica 
aumenta, las dislocaciones van a tener más dificultades para moverse y, por lo tanto, el 
esfuerzo para seguir la deformación debería aumentar también (aumento de τc). En otras 
palabras, para producir una deformación suplementaria dγ, se necesita un aumento de 
tensión dτ. El ratio dτ/dγ representa la velocidad de endurecimiento por deformación. 
3.1.4 Defectos de apilamiento 
Hemos visto en el apartado 2.3 que existe un apilamiento específico de los planos densos. 
En el caso de los metales FCC, se trata de una orden ABCABC. Pero cuando se tiene una 
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dislocación, el orden es alterado y se vuelve, por ejemplo en ABCABA. Las dislocaciones 
provocan, por lo tanto, lo que se llama defectos de apilamiento. Este tipo de defecto está 
caracterizado por una energía específica dada mJ.m-2 llamada SFE (Stacking Fault 
Energy). La energía asociada al defecto de apilamiento tiene una gran importancia porque 
permite evaluar la cantidad de dislocaciones que van a disociarse. En efecto, una 
dislocación puede, para disminuir su energía, disociarse en dos dislocaciones parciales. De 
hecho, en los metales FCC por ejemplo, las dislocaciones están en mayor parte disociadas. 
Para que pueda darse la disociación es necesario un defecto bidimensional, generalmente 
un defecto de apilamiento. En resumen, cuan mayor sea el SFE será importante, más 
disociación de las dislocaciones y menos será la distancia entre los dos dislocaciones 
parciales. Debe hacerse también que las dislocaciones parciales no pueden cambiar de 
sistema de deslizamiento, a menos de que se recombinan antes y eso sea posible solamente 
si la distancia entre los dos es suficientemente pequeña. 
3.2 Intersecciones de dislocaciones 
En los materiales cristalinos, los principales obstáculos al deslizamiento de las 
dislocaciones son las mismas dislocaciones. Cuando algunas dislocaciones se encuentran, 
diferentes fenómenos pueden ocurrir según la configuración de los sistemas de 
deslizamiento implicados. Algunas veces las dislocaciones pueden quedar ancladas y debe 
aplicar un esfuerzo suplementario para seguir su movimiento. Por lo tanto, las 
interacciones son mecanismos que obligan el sistema a subir considerablemente la tensión 
para seguir la deformación plástica del material, lo cual equivale a un aumento de la 
dureza. 
3.2.1 Intersecciones coplanares 
Las interacciones coplanarias son reacciones entre dislocaciones deslizando en un 
mismo sistema de deslizamiento (auto-interacción) o en sistemas paralelos (interacción 
coplanar). Estos tipos de interacciones son elásticas y por lo tanto débiles. Como cada 
línea de dislocación tiene campos de tensión y compresión asociados (Fig.3.2.1), las 
dislocaciones se influyen mutualmente. Si la superposición de los campos de tensión de las 
dos dislocaciones da un campo de tensión resuelto más importante, se repelen. En el caso 
contrario, se atraen porque las dislocaciones pueden disminuir sus tensiones. 
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Figuras 3.2.1. Si las dislocaciones tienen un vector de Burgers apozado y que se atraen entonces 
se produce una aniquilación de las dos dislocaciones. 
 
3.2.2 Intersecciones no coplanare 
3.2.2.1 Desviaciones  
El encuentro de dislocaciones puede dar lugar en una desviación lineal. Según el 
tipo de dislocación se tienen dos tipos de desviación. Uno llamado Kink que es un 
movimiento que se efectúa en el plano de deslizamiento, por lo tanto es conservativo (no 
hay alteración de la dislocación). El otro llamado Jog que es un movimiento que se efectúa 
fuera del plano de deslizamiento. Esta intersección cree un anclaje y la dislocación se 
vuelve sésil. La única solución para seguir el movimiento es la destrucción del anclaje, lo 
que produce defectos puntuales (estela de defectos puntuales, tubos vacíos y estela de 
intersticios). Es un movimiento no conservativo porque la dislocación está afectada en su 
estructura. Las dislocaciones pierden energía creando estos defectos y eso afecta 
considerablemente sus propagaciones. Es evidente que estas reacciones aumentan con la 
densidad de dislocaciones. 
 
 
Figuras 3.2.2.1. Representaciones de los tres tipos de defectos resultantes del Jog: estela de 
defectos puntuales (a), tubos vacíos (b) y estelas de intersticios (c). 
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3.2.2.2 Interacción entre sistemas de deslizamiento cruzados  
La dislocación de tornillo tiene la facultad de cambiar su sistema de deslizamiento. 
Por lo tanto, tiene la capacidad de evitar un obstáculo deslizando sobre un plano cruzado 
de tensión resuelta más baja y volviendo después al primer plano. Este proceso se llama 
deslizamiento cruzado. Es importante notar que varios metales no pueden hacer un 
deslizamiento cruzado. Se tratan de los metales con deslizamiento plano en los cuales las 
dislocaciones parciales no pueden cambiar de plano de deslizamiento.  
La presencia de estos planos cruzados densifica la red de dislocaciones, coartando la 
propagación de las dislocaciones en los planos primeros y aumentando el número de 
reacciones entre dislocaciones.  
Además cuando una dislocación se encuentra en su plano cruzado y se pone en contacto 
con una segunda dislocación, puede ocurrir una aniquilación. Se sobreviene únicamente 
cuando las dislocaciones tienen vectores de Burgers colineales. Este tipo de reacción se 
llama interacción colineal. 
 
 
Figuras 3.2.2.2.: La dislocación de tornillo puede dejar su plano primario y moverse en un otro plano denso 
(plano de deslizamiento cruzado) para evitar un obstáculo (a).Durante una interacción colineal los dos 
segmentos de dislocación AB y CD deslizando respectivamente en el plano primario (G) y en el plano de 
deslizamiento cruzado (CS) tienen el mismo vector de Burgers b. Cuando los segmentos se encuentran en O, 
ocurre una aniquilación mutual que conduce a la creación de dos líneas compuestas donde solamente una, 
ANC, está dibujada. Esta línea tiene la particularidad de pertenecer a dos planos diferentes y está por lo 
tanto inmóvil (b). 
3.2.2.3 Interacción del sistema de deslizamiento con un sistema 
arbitraria 
Cuando dos dislocaciones moviéndose en dos planos de deslizamiento diferentes se 
encuentran, se pueden reducir sus energías formando uno tercero segmento llamado unión 
(A.Saadal - 1960; J.Friedl - 1964). Esta reacción ocurre únicamente si la configuración 
resultada es enérgicamente favorable.  
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El vector de Burgers de la unión es la suma de los dos vectores iníciales. Por lo tanto, la 
unión, estando en la intersección de dos planos de orientación diferente, está inmóvil y 
bloquea la propagación de las dos dislocaciones. Cuando la tensión local alcanza un valor 
suficiente, la unión es destruido y la propagación sigue.  
En el caso de dislocaciones perfectas, se distingue tres tipos de unión: una glisíl, y dos 




Figuras 3.2.2.3.1: La unión tiene un vector de Burgers que es la suma de las dos dislocaciones implicadas. 
Si la tensión es suficiente se puede separarse de nuevo quedando los mismos vectores de Burgers (a). El 
tetraedro de Thompson permite representar las diferentes uniones que pueden ocurrir en los metales FCC. 
La dislocación BC de vector de Burgers b deslizando en el plano (δ) (ABC) puede encontrar las 
dislocaciones representadas por los segmentos AD, BA y BD de vectores de Burgers respectivos b1, b2 y b3 
y de mismo plano de deslizamiento (γ) (ABD). El resultado esla creación de las uniones de Hirth, glisíl y de 
Lomer de vectores de Burgers respectivos bj1, bj2, bj3 (b). 
 
La unión de Hirth corresponde a la reacción de dos vectores de Burgers ortogonales. El 
vector de la unión es de tipo <100> y está, por lo tanto, sesíl. La unión glisíl es de tipo 
mixto y puede deslizar en el plano (γ). Finalmente, la unión de Lomer con un vector de 
Burgers fuera de los planos (γ) y (δ) no puede deslizar en estos mismos planos.  
En el caso de dislocaciones parciales pueden también ocurrir uniones. Efectivamente, 
cuando dos dislocaciones de sistemas de deslizamiento diferentes se encuentran, una unión 
muy fuerte puede ser creada, se trata de la barrera Lomer-Cottrel (Fig.3.2.2.2). Como la 
unión de Lomer-Cottrel tiene un vector de Burgers fuera de los planos de deslizamiento, 
este anclaje puede dar lugar a multiplicaciones de dislocaciones (fuentes de Frank-Read). 
De manera lógica, los metales que tienen una energía de defecto de apilamiento grande, 
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sufren mucho más de las barreras de Lomer-Cottrel, la SFE siendo proporcional a la 
capacidad de disociación de las dislocaciones. 
 
 
Figuras 3.2.2.2. Cuando dos dislocaciones disociadas contenidas en dos sistemas de deslizamiento diferentes 
se encuentran, la unión resuelta puede pertenecer a un plano que no es de máxima densidad, lo que vuelta la 
unión sesíl. 
 
Las intersecciones entre dislocaciones permiten entender como el movimiento de una 
dislocación puede ser influenciado. Como vamos a verlo en la continuidad, estos 
fenómenos contribuyen considerablemente al endurecimiento del cristal durante la 
deformación plástica. La amplitud del endurecimiento está juntada a las fuerzas de las 
interacciones y a sus números. 
3.3 Endurecimiento 
3.3.1 Endurecimiento por deformación  
3.3.1.1 Principios  
Los defectos e interacciones de las dislocaciones que hemos visto anteriormente 
son obstáculos a la propagación de las dislocaciones. Sabemos también que cuanto más el 
material se deforma plásticamente, los obstáculos son más numerosos. La respuesta 
mecánica a este incremento es un endurecimiento del material. Para distinguirlo de los 
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otros tipos de endurecimiento (disminución del tamaño de grano, impurezas, partículas), se 
da la denominación de endurecimiento por deformación. Este tipo de endurecimiento es 
muy importante en el trabajo de los metales en frío. Es la razón porque algunos metales se 
vuelven frágiles y difíciles a deformar después de un trabajo a frío (Fig.3.3.1.1) 
 
 
Figura 3.3.1.1. Influencia del trabajo en frío y de la deformación sobre la tensión. 
 
Existe una relación sencilla que muestra que la tensión cortante y, por lo tanto, la velocidad 
de endurecimiento dependen del valor de la densidad de dislocaciones y de las 
interacciones entre dislocaciones (P.Franciosi & al. - 1980; P.Franciosi & A.Zaoui - 1982; 
P.Franciosi - 1985; Y.Estrin - 1996; L.Tabourot & al. - 1997; D.Khulmann–Wilsdorf - 
1999; U.F.Kocks & H.Mecking - 2003). 
 
𝜏𝑐 = 𝛼𝜇𝑏 𝜌 
Ecuacion 3.3.1.1 
ρ: Densidad de dislocaciones  
α: Coeficiente de proporcionalidad  
b: Modulo del vector de Burgers  
μ: Modulo de Coulomb  
𝜏𝑐 : Tensión cortante (resuelta) critica 
 
El coeficiente adimensional α represente el conjunto las interacciones posibles entre 
dislocaciones. Los estudios experimentales muestran que el coeficiente vale 0,3 ± 0,1 
(Z.S.Basinski & S.J Basinski - 1979). La gran incertidumbre sobre este valor es explicable 
especialmente por la dificultad de medir precisamente la densidad de dislocaciones.  
Más recientemente se ha constatado con simulaciones de dinámica de dislocaciones y 
simulaciones atomísticas que el valor de este coeficiente disminuye con el aumento de la 
densidad de dislocaciones. Por lo tanto se ha desarrollado una expresión del coeficiente de 
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interaccion α en función de la densidad de dislocaciones (R.Madec & al. - 2002; 
D.Khulmann-Wilsdorf - 1999). 
3.3.1.2 Etapas de endurecimiento y estructuras de las 
dislocaciones 
El endurecimiento por deformación permanece constante durante la deformación. 
Se distinguen generalmente cuatro etapas en la curva de tensión – deformación (Curva 
3.3.1.2.). Estas etapas están fuertemente unidas a la evolución del mecanismo de 
movimiento de las dislocaciones y, además, a las estructuras que forman las dislocaciones.  
Las dislocaciones, en respuesta a sus propias tensiones y a la tensión aplicada, forman 
estructuras organizadas para disminuir sus energías. Se forma microestructuras de 
dislocaciones de baja energía (LEDS) (D.Khulmann-Wilsdorf - 2002). Las LEDS 
permiten reducir considerablemente la tensión del sistema. La forma y el tamaño de las 
LEDS va a evolucionar durante la deformación (D.A.Hughes & A.Godfrey - 2000; 
N.Hansen & al. - 2006). Es esta estabilidad estructural de la red de las dislocaciones que 
permite la estabilidad de interacción y la disminución de la velocidad de endurecimiento.  
Es importante notar que según si se trata de un material con deslizamiento 
ondulado o con deslizamiento plano, la evolución de las LEDS no va a ser la misma. En 
efecto, las dislocaciones de los materiales con deslizamiento plano donde no ocurren 
deslizamientos cruzados no podrán constituir estructuras tridimensionales. Como 
trabajamos solamente con metales de deslizamiento ondulado, la descripción siguiente 
tratará de ellos. 
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Curva 3.3.1.2. Representación esquemática de la curva de tensión-deformación y de las tres etapas 
especificas con sus valores respectivos. 
 
En la primera etapa, la densidad de dislocaciones es bastante débil y las 
dislocaciones se desplazan solo en el sistema de deslizamiento donde hay la tensión crítica 
mínima. Como hay solamente un sistema activado, se habla de single glide. La 
propagación de las dislocaciones es fácil porque las dislocaciones tienen espacio para 
moverse y no encuentran otras dislocaciones de otros sistemas. Por lo tanto se constata una 
velocidad de endurecimiento moderada dada principalmente por el fenómeno de pile-up. 
Se da una acumulación de las dislocaciones en zonas de defectos o alrededor de una 
dislocación anclada. Se constata que este apilamiento cree una tensión trasera que frena las 
dislocaciones que se acercan del pile-up (Fig.3.3.1.2.1). 
 
Figura 3.3.1.2.1 Fenómeno de pile-up: apilamiento de las dislocaciones en el borde de 
grano. La flecha indica la tnsión trasera. 
 
En esta etapa se desarrolla lo que se llama la red de Taylor. Se trata de una 
disposición en 3D de dislocaciones paralelas con una alternación de signos y una casi-
uniformidad de densidad de dislocaciones. 
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El tamaño de la etapa I es dependiente de la energía de defecto de apilamiento (SFE). Los 
metales con gran SFE que poseen muchas dislocaciones parciales, tienen una etapa I 
grande. Las dislocaciones parciales, a diferencia de las dislocaciones perfectas, están 
restringidas en sus planos primarios donde la red de Taylor se desarrolla. Por lo tanto, la 
red de Taylor puede quedar estable más tiempo y la etapa I es más larga.  
Al fin de la etapa I, la red de Taylor está establecida y las dislocaciones empiezan a 
moverse en los otros sistemas de deslizamiento, se habla de deslizamiento múltiple. Por lo 
tanto, la etapa II está caracterizada por numerosas interacciones entre dislocaciones. Las 
dislocaciones sesiles, siendo fuentes de Frank Read, aumentan la densidad de 
dislocaciones. La velocidad de endurecimiento alcanza un máximo. En esta etapa, la red de 
Taylor se transforma, con la aparición de deslizamiento múltiple, en una red de Taylor 
modificada donde aparecen alfombras (Fig. 3.3.1.2.2.b). Estas alfombras, que son células 
con paredes de fuerte densidad de dislocaciones, permiten reducir la energía de las 
dislocaciones.  
La tercera etapa es una zona de estado estable donde hay una saturación. Las dislocaciones 
hacen nuevas estructuras más organizadas para disminuir sus energías. Se forman bloques 
celulares que son subgranos tridimensionales delimitados por paredes de fuerte densidad 
de dislocaciones (Fig.3.3.1.2.2.c). Existe una última etapa IV que por el momento no está 
muy entendida y que aquí sólo se menciona. 
 
 
Figuras 3.3.1.2.2. En la etapa I se forma la red de Taylor que es una alternancia de las dislocaciones. Esta 
organización permite disminuir las tensiones aun si quedan esfuerzos dados por las oposiciones de campos 
de tensión de mismo signo (a). En la etapa II, paredes de dislocaciones aparecen y se forman alfombras con 
una red de Taylor reorientado (b). En la etapa III, las dislocaciones se organizan en celdas tridimensionales 
lo que provoca una subdivisión del cristal (c). 
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3.3.2 Endurecimiento por borde de grano 
Está establecido que los policristales son más duros que los monocristales. Muchos 
estudios han sidos hechos para entender esta diferencia de dureza y aparece que la razón 
principal es la presencia de los bordes de grano.  
Desde un punto de visto de su función, el borde de grano permite la cohesión del material, 
manteniendo los cristales juntos cuando prueban a rotarse y moverse sobre la acción de una 
tensión. Una hipótesis ha sido desarrollada para explicar cómo se hace esta cohesión. Se 
introducen dislocaciones geométricamente necesarias (GND) en los granos vecinos del 
grano deformado (M.F.Ashbi - 1970) (Fig.3.3.2.). Además, permite compatibilizar las 
diferentes orientaciones cristalinas de los cristales. La consecuencia es que el borde de 
grano y las zonas alrededor sufren de una alta tensión. 
 
 
Figura 3.3.2. Cuando un policristalino está deformado (a) cada grano rota y mueve en su propia dirección 
(b). Para explicar que no se cree vacíos y descohesionesa las fronteras, se introduce el concepto de GND, 
dislocaciones que permiten una deformación de los granos cerca del borde de grano (c) y (d). 
 
Desde un punto de visto estructural, el borde de grano es amorfo, sin orientación 
cristalina, donde se acumula las impurezas. Por lo tanto, tiene propiedades mecánicas 
diferentes de los granos. La principal diferencia es que el borde de grano tiene un 
comportamiento elástico anisótropo cuando los granos se deforman elásticamente y 
plásticamente. Esto está dado por el hecho que la deformación plástica no atraviesa el 
borde de grano. Efectivamente, las dislocaciones no pueden pasar a través del borde de 
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grano y se apilan con el fenómeno de pile-up en el borde creando campos de tensiones 
repulsivas.  
Un fenómeno de absorción puede ocurrir cuando las dislocaciones muy cerca del borde 
son forzadas por las dislocaciones a introducirse y reaccionar con el. De esto resulta 
dislocaciones de borde de grano que pueden iniciar la deformación plástica en el grano 
vecino actuando como una fuente de dislocaciones. Por lo tanto, el borde de grano puede 
también emitir dislocaciones.  
La fuerte densidad de dislocaciones en la zona del borde grano hace que las interacciones 
entre dislocaciones sean frecuentes. Esta tendencia a un endurecimiento local está 
amplificada por el hecho que el mecanismo de deslizamiento cruzado está activado cerca 
de los bordes de grano. Las dislocaciones, probando seguir sus movimientos, utilizan los 
planos segundarios, lo que aumenta el endurecimiento dado por las interacciones entre 
sistemas.  
Se puede decir que cuatro factores contribuyen al endurecimiento en la zona cerca y dentro 
del borde de grano: la barrera al flujo plástico, la absorción y emisión de dislocaciones y la 
fuerte tendencia local al deslizamiento cruzado.  
Por lo tanto, cuando el interior del grano se endurece principalmente por endurecimiento 
por deformación, el borde de grano y la zona cercana se endurecen mucho más 
rápidamente. Esta distinción en velocidad de endurecimiento hace aparecer el concepto de 
endurecimiento por borde de grano.  
Es también por esta diferencia entre endurecimiento por deformación y endurecimiento por 
borde de grano que las aleaciones con granos pequeños están en general más duros, la 
proporción de zona de borde de grano siendo más importante. Esto puede verse con la 
relación clásica de Hall-Petch (E.O.Hall - 1951; N.J.Petch - 1953): 
𝜍𝑦 =  𝜍0 + 𝑘𝑦𝑑





  48 Ecuación 3.3.2.2 
 
𝜍0: Tensión de fricción 
𝜏𝑠𝑐 : Tensión cortante critica para iniciar  
la deformación en los granos vecinos  
𝑚𝑠: Factor de Schmid  
d: Tamaño del grano 
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Con la relación de Hall-Petch, se introduce también el efecto de Hall-Petch: los resultados 
obtenidos en termos de dureza y de deformación plástica van a depender de la escala de 
tamaño del grano considerado. 
3.3.3 Endurecimiento por solución sólida y por precipitación  
Es bien conocido que las aleaciones son, generalmente, más resistentes que los 
metales puros. La incorporación de un segundo componente en los metales puros permite 
aumentar su resistencia a la deformación. Las impurezas pueden ser de varias formas y 
tamaños: solución de átomos individuales dispersados, grupos de átomos o partículas 
precipitadas de una segunda fase. Todas estas formas pueden estar en contacto con las 
dislocaciones y interactuar con ellas. 
3.3.3.1 Endurecimiento por solución sólida  
Cuando átomos extraños están en solución sólida en un metal puro, pueden 
insertarse en vacíos de la malla cristalina, átomos intersticiales, o pueden sustituir a átomos 
primarios. El primero caso se llama inserción y provoca una respuesta de la red cristalina, 
es decir la compresión de los átomos vecinos de la impureza. En el secundo caso llamado 
sustitución, los átomos vecinos, para hacer espacio a la impureza, se ponen en tracción. 
Los campos de tensión generados pueden interactuar con los de las dislocaciones e impedir 
sus deslizamientos (Fig.3.3.3.1.a,b). 
 
Además, para minimizar la energía de sus campos de tensión y encontrar sitios de gran 
radio, las impurezas difunden de manera preferencial en el corazón de las dislocaciones, 
formando una segregación que inmoviliza esta ultimas (Fig.3.3.3.1.c,d). 
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Figuras 3.3.3.1. La inserción de una impureza (amarilla) genera un campo de compresión (a). Al contrario, 
la sbstitución de una pureza genera un campo de tensión (b). Para limitar estos campos de tensión, las 
ipurezas se agrupan en el corazón de las dislocaciones (c), (d). 
3.3.3.2 Endurecimiento por precipitación  
Cuando un metal contiene átomos de otro metal en solución sólida sobresaturada, 
este último puede precipitar por el mecanismo de nucleación / crecimiento, sea en 
partículas puras, sea en una aleación de los dos metales.  
Si los precipitados pueden adaptarse a la red cristalina inicial, se crea una continuidad de la 
red y la intercara es coherente (Fig.3.3.3.2.1.a). En algunos casos se necesita la creación 
de dislocaciones para permitir la continuidad y se cree una intercara parcialmente 
coherente. Por fin, si no hay ninguna compatibilidad entre los precipitados y el metal, se 
trata de una intercara incoherente (Fig. 3.3.3.2.1.b). Esta compatibilidad depende del 
tamaño del precipitado, por lo tanto, un precipitado es generalmente coherente al principio 
y se vuelve incoherente cuando crece. 
 
 
Figura 3.3.3.2.1. Representación de los precipitados (en amarillo) coherente (a) y incoherente (b). 
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Si hay coherencia entre el metal y el precipitado, las dislocaciones pueden pasar a 
través y cortar el precipitado (Fig.3.3.3.2.2.a). Este fenómeno dificulta el deslizamiento de 
las dislocaciones y aumenta la superficie de interacción con el precipitado, lo que aumenta 
su efecto sobre la dureza. Si no hay coherencia, las dislocaciones están inmovilizadas 
localmente por los precipitados. La única solución es la creación de bucles de Orowan 
según un mecanismo similar al de las fuentes de Frank Read (Fig. 3.3.3.2.2.b). 
 
 
Figuras 3.3.3.2.2:. La dislocación se propaga en el precipitado que tiene una intercara coherente. Una parte 
del precipitado está afectada por la dislocación y se mueve de un vector de Burgers(a). Si no hay coherencia, 
el precipitado debe contornarlo, quedando una bucle de dislocación, es el mecanismo de Orowan (b). 
 
3.4 Respuesta cristalina sobre una tensión 
Un cristal tiene su propia orientación preferencial y esta orientación no es 
forzosamente una dirección de deslizamiento. Por lo tanto, cuando se aplica un esfuerzo 
sobre un cristal, su orientación va a cambiar para acercarse a las direcciones privilegiadas. 
Este fenómeno se llama rotación cristalina (Fig.3.4.a). En conclusión, un cristal bajo 
tensión sufrirá generalmente de dos deformaciones simultáneas: los deslizamientos de las 
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Figuras 3.4. Triangulo estereográfico con las tres direcciones simétricas (las formas geométricas en 
azulrepresentan el tipo de simetría) y dos orientaciones particulares (cruzas) que van a rotarse cuando se 
aplica una tensión y a acercarse de las orientaciones simétricas (a). Típicas bandas de cizalla en el caso del 
Zinc (b). 
 
4 Plasticidad cristalina 
4.1 Generalidades sobre la plasticidad cristalina 
Los materiales cristalinos son heterogéneos. Por ejemplo los policristalinos están 
constituidos de aglomeras de granos monocristalinos separados por bordes de grano, zona 
caótica porque a la junción de orientaciones cristalinas diferentes. En estos granos 
monocristalinos, se propagan las dislocaciones, líneas de defectos portadoras de 
deformación irreversible.  
La heterogenia de la estructura implica una heterogenia en las propiedades y por lo tanto, si 
se quiere ver esta última se necesita una representación local.  
Se puede trabajar con las moléculas y sus energías específicas o con las dislocaciones 
estudiando sus interacciones pero si se quiere quedar en la mecánica de los medios 
continuos y trabajar sobre grandes volúmenes, se necesita la plasticidad cristalina. Es el 
estudio de las deformaciones plásticas dentro del cristal. Con este enfoque, se trabaja con 
granos que tienen propiedades específicas y se observa sus deformaciones teniendo en 
cuenta el fenómeno de endurecimiento del cristal dado por los fenómenos complejos de 
deslizamiento, multiplicación e interacción de las dislocaciones. Al inverso de la dinámica 
de las dislocaciones donde las dislocaciones están entidades propias, se considera en la 
plasticidad cristalina que el cristal tiene una densidad de dislocación dada y que esta ultima 
esta proporcional al endurecimiento. Con esta representación, se puede obtener un coste 
computacional competitivo.  
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Con la plasticidad cristalina, se puede tener en cuenta el carácter anisotrópico de la 
respuesta plástica del cristal que depende de los sistemas de deslizamiento y de la 
orientación del cristal. La dificultad con este enfoque es en la representación de los 
policristales donde se debe representar la pasa del flujo plástico entre los granos. 
4.2 Cinemática 
En este trabajo la cinemática de deformación cristalina está representada según el 
enfoque desarrollado por R.J.Asaro (1983) donde se enseña una descripción cuantitativa de 
la deformación plástica en los monocristales basada en la cizalladura de la red 
cristalográfica.  
 
Para una línea de elementos dX en la configuración inicial (s,n), se encuentra una línea 
deformada dx en el sistema final (s*,n*) tal como dX = F.dx donde F es el tensor de 
deformación plástica. Además, se puede descomponer el mecanismo de deformación 


















*. PF F F  
Figura 4.2. Se considera un elemento caracterizado por una referencial ortogonal (s
(α)
,n
(α)) donde “s(α)” y 
“n(α)”son respectivamente una dirección de deslizamiento y la normal al plano de deslizamiento 
considerando un sistema de deslizamiento (α). La deformación plástica del elemento puede ser descompuesta 
en una cizalla plástica conjugada a una deformación de la red cristalina, la cual puede también ser dada por 
una rotación rígida seguida por una distorsión elástica. 
Estudio de la viabilidad sobre el uso de los modelos de plasticidad cristalina en la modelización de la 




1.P P PL F F 

 
* 1 * 1 * 1
*
. . . .P P
P
L F F F F F F
L L L
















El gradiente de velocidad L se pueden ser definido por la expresión siguiente: 
Si se desarrolla esta expresión se puede definir dos partes específicas de la misma manera 





Asumiendo que el estado de referencia y el estado actual de deformación coinciden         














: Tensor de distorsión  elástica 
(Coherencia entre la red y el material) 
F
R
: Tensor de rotación rígida 
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F: Tensor de deformación plástica 
F
P
: Tensor de deslizamiento plástico 
F*: Tensor de deformación de la red cristalina 
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D: tensor simétrico de estiramiento 
Ω: tensor antisimétrico spin 
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Como la deformación plástica se desarrolla por deslizamiento de dislocaciones en los 
sistemas de deslizamiento activos, la parte plástica del gradiente de velocidad en la 






R.J.Asaro & J.R.Rice (1977) y D.Pierce & al. (1982) definen que el incremento de tensión 






En nuestro caso se puede simplificar esta expresión. De hecho, si se admite que la 
elasticidad del cristal no está afectado por deslizamiento, entonces se puede modificar la 




Además, las configuraciones inicial (s,n) y final (s*,n*) siendo indistinguibles, las 
tensiones de Kirchhoff y Cauchy son iguales. Por lo tanto, se puede rescribir la expresión 




4.3 Leyes de comportamientos 
4.3.1 Ley de comportamiento de FCC 
 
τ: Tensor de Kirchhoff 
: Velocidad de Jaumann  
* 
( )
*( ) * * * *( ).( . . ).n D D s

      

 




: Velocidad de deformación 
cortante en el sistema (α). 
( )
*( ) * * * *( ).( : . . ).n C D D D s

     

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La ley de Schmid da un aceptable punto de partida para expresar la ley de endurecimiento 
por deformación y las reacciones cinéticas del mecanismo de propagación de las 
dislocaciones. Para adaptar la ley de Schmid a la fluencia plástica, se asume que para 
activar el deslizamiento, de las dislocaciones en un sistema de deslizamiento (α), se 
necesita un valor critico de tensión de cizalla τc
(α)
. Este valor es dependiente de la densidad 
de dislocaciones y de la orientación cristalina del plano. 
 
Además, hemos visto que los obstáculos son responsables del incremento de tensión 
cortante durante una deformación plástica. Estos obstáculos pueden ser dividas en dos 
categorías (M.Fivel & S.Forest – 2004): 
  
 Los obstáculos que generan una tensión ( )  de larga distancia y independiente de 
la temperatura como los precipitados incoherentes o los campos de tensión de las otras 
dislocaciones. Esta tensión caracteriza la resistencia al deslizamiento. 
 Los obstáculos que generan una tensión ( )  de corta distancia como los átomos de 
solución sólida y los precipitados coherentes y que están activadas térmicamente.  
 












Considerando que el tiempo de propagación libre es despreciable frente al tiempo 
necesario para liberarse de los obstáculos, se puede escribir la velocidad de la dislocación 









( ) ( ) ( )  
      (Ec. 16.) 
Figura 28.  Evolucion ciclica de la tension cortante en un sistema de deslizamiento (α) en funcion del 
deslizamiento. 
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: Densidad de las dislocaciones 
móviles en el sistema (α) 












































































La ley de Orowan nos da la relación entre la velocidad de deformación plástica y la 






Integrando la ecuacion (Ec. 17.) en la ley d’Orowan y asumiendo que ( ) >>
( )
 , se 















 Por lo tanto, la ley de comportamiento adopta una forma simple: 
 
: Velocidad de deformación inicial 







Dv  : Frecuencia de Debye 
 k: Constante de Boltzmann 
 T : Temperatura 
*V : Volumen de activación 
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Se aprecia que el endurecimiento por deformación corresponde a la evolución de la tensión 
( )





En la matriz de endurecimiento se puede distinguir la diagonal hαα que es debido 
principalmente al apilamiento de las dislocaciones en el sistema (α) y que se llama auto-
endurecimiento. El resto, es decir hαβ, se llama endurecimiento latente y está debido a la 
influencia de los otros sistemas que provocan las interacciones descritas anteriormente 
(uniones de Lomer, Hirth...). El endurecimiento se hace aunque el sistema (α) esté inactivo 




está muy cerca de cero). 
 
4.3.2 Una ley de comportamiento por HCP 
 
En primer lugar es necesito de decir que este modelo esta constructo por un monocristal de 
magnesio, por la etapa 1. La experimentación muestra que esta etapa ocurre hasta un 
desplazamiento aproximativo de 2,5 y que se ve en microscópico electrónico de 
transmisión las dislocaciones son en el plano basal. 
En este modelo se estudio la tensión cortante debido a grupos de dislocaciones que se 
llaman “cluster” donde se acumula las tensiones. La formación de estos cluster es debido a 
una fuente de Frank-Read que bloquea las dislocaciones. En estos cluster tienen un número 
de dislocaciones que forman loops y estos cluster son relacionados a otros. Por eso estos 
grupos permanece el endurecimiento del material. 
4.3.2.1 La tensión cortante 
 
La tensión interna en los “cluster” se define por la suma de tres tensiones diferentes. 
𝜏 = 𝜏0 + 𝜏𝐿𝑇 + 𝜏𝑖  
𝜏0 = 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 
𝜏𝐿𝑇 = 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑙𝑜𝑐𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 
𝜏𝑖 = 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎 
hαβ: Matriz de endurecimiento 







 (Ec. 21.) 
(Ec. 22.) 
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La tensión interna en un cluster debido a la interaccion con una dislocación de cuna que 





𝑓 = 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑙𝑐𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑚𝑖𝑠𝑚𝑜 𝑠𝑖𝑔𝑙𝑜 en cluster  
𝐺 = 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 
𝑏 = 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑏𝑢𝑟𝑔𝑒𝑟𝑠 
𝑣 = 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛 
𝐷𝐸 = Distancia entre el centro del cluster y una dislocación de cuna 
 
Se escribo una ecuación similar por la interacción con una dislocación de tornillo:  




𝐷𝑠 = Distancia entre el centro del cluster y una dislocación de tornillo 
Por una dislocación mixta o que está en el plano basal, la ecuación seria de la misma 
forma. 
 








La hipótesis 𝑙 < 𝐷𝑠𝑜𝐷𝐸  esta problamente verdad al empezó de la deformación, pero por 
deformación más elevada, es 𝑙 > 𝐷𝑠𝑜𝐷𝐸 . Entonces se debe considerar dos casos, el 
primero cuando 𝑙 ≪ 𝐷𝑠𝑜𝐷𝐸  y cuando 𝑙 ≫ 𝐷𝑠𝑜𝐷𝐸 . 
 
Por 𝑙 ≪ 𝐷𝑠𝑜𝐷𝐸  se escribió si las dislocaciones de cuna predominas: 






 𝜌𝐸 𝑚  
𝜌𝐸 = 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑙𝑜𝑐𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑢𝑛𝑎 
𝑚 = 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑙𝑜𝑐𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑢𝑛𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟 
Por 𝑙 ≪ 𝐷𝑠𝑜𝐷𝐸  se escribió si las dislocaciones de tornillo predominas: 









En otro lado, si 𝑙 ≫ 𝐷𝑠𝑜𝐷𝐸 , se escribe: 
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4.3.2.2 Evolución del endurecimiento 
 
Se considera rectangular lazos de tamaño 2 𝐿𝐸 , 3𝐿𝑠, por dislocaciones de cunas y de 
tornillos. Se considera 𝑑𝑁 dislocaciones de Frank-Read en el intervalo 𝑑𝜀 y n 
dislocaciones alrededor: 
𝑑𝜖 = 4𝐿𝐸𝐿𝑠𝑏𝑛 𝑑𝑁 
y 








Con las ecuaciones ( 27) y ( 32) obtenemos la ecuación (33). Se usa la ecuación de tensión 
cortante por dislocaciones de tornillo porque está de acuerdo con la experimentación, y con 







𝜌0 = 𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑙𝑜𝑐𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑡𝑜𝑟𝑛𝑖𝑙𝑙𝑜 
Al fin obtenemos una función de comportamiento por la modelización de la plasticidad de 
una estructura HCP: 
𝜏 − 𝜏0 =
𝐺(𝑏 𝐿𝑠) 
1 2 
2𝜋 2𝑛 1 4 
(𝜌0𝐿𝑠𝑏 2𝑛 
1 2 + 𝜀)1 2  
La función de tensión deformación represente por este ecuación es de forma parabólico. 
Además se puede opinar, como se define diferentes tensión cortante por las dislocaciones 
de tornillos, de cuna y mixta. Esta ecuación puede ser muy próxima de que representa la 
ley de comportamiento por FCC.  
5 Viabilidad de la modificación de la ley de endurecimiento de 
PAN por una estructura HCP 
Para construir este modelo nos basan sobre el modelo que está desarrollado  por la 
modelización de los cristales de estructura FCC. Hemos visto la diferencia de estructura 
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estructuras son muy parecidos, por eso es solamente necesario de cambiar un poco el 
código que esta implementado en el UMAT. En este parte respondemos a tres preguntas 
para saber si y como nuestro modelo se puede adaptar para modelizar una estructura HCP. 
¿Nuestra ecuación de endurecimiento puede representar el endurecimiento de un material 
de estructura HCP?, ¿Cual son las diferencias entre el modelo de PAN por FCC y dos 
modelos por HCP?, ¿Cómo modificar nuestro modelo para que tenemos en cuenta estos 
diferencias? Pero el primer estudio consiste en la comprensión del código del UMAT para 
modificar lo. 
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5.1 Estudio del UMAT 
5.1.1 Resumen 
El UMAT definida los relaciones constituvos de plasticidad de un monocristal por el 
código de elementos finitos “abaqus”. El deslizamiento de un monocrystal acata a la ley de 
Schmid. Este código nos da la posibilidad de usar la teoría de pequeñas deformaciones y la 
teoría de rotación definidos y deformación finitos. 
El aumento de la deformación está compuesto de una parte elástica y plástica. El aumento 
de la parte elástica corresponde al estiramiento de la red cristalina, la parte plástica esta la 
suma sobre todos los sistemas de deslizamiento debido a la deformación plástica. El 
aumento de la deformación cortante por cada sistema de deslizamiento esta supuesto ser 
una función relacionada a tensión cortante resuelta sobre la tensión cortante actual sobre el 
paso de tiempo. La tensión cortante resuelta esta el doble producto del tensor de tensión 
con el tensor de deformación de deslizamiento y el aumento de la tensión actual es 
relacionado a la deformación por deslizamiento de los sistemas de deslizamiento por los 
funciones de auto-endurecimiento y endurecimiento latente. 
El código en la UMAT está definido para representar la teoría de plasticidad descrita en la 
parte plasticidad. El código aunque esta empleado por una estructura FCC se puede adaptar 
por otros estructuras (HCP, tetragonal, orthorombic…). Pero los subprogramas 
ROTATION y SLIPSYS necesitan modificaciones para tener en cuenta las diferentes 
cristalinas. 
 
ROTATION= forman la matriz de rotación. 
SLIPSYS= calcula el numero de sistemas de deslizamiento. 
 
Está descrito en la UMAT que podemos usar nuestra propia función de endurecimiento, si 
cambiamos los expresiones de auto-endurecimiento y endurecimiento latente. Si 
modificamos estas expresiones tenemos también que modificar su derivada. Este estudio 
trata solamente de la modificación de la función de endurecimiento. 
 
En la UMAT la ecuación del auto-endurecimiento y del endurecimiento latente son dos 
expresión distintas pero con pocos cambios. En calidad de ejemplo desciframos la 
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expresión del auto-endurecimiento definido por la función HSELF que debe estar la misma 
que la función definida en el modelo de PAN. 
 
HYPER SECANT hardening law by Asaro, Pierce et al: 
              TERM1=PROP(1)*GAMTOL/(PROP(2)-PROP(3)) 
              TERM2=2.*EXP(-TERM1)/(1.+EXP(-2.*TERM1)) 
              HSELF=PROP(1)*TERM2**2 
 
Las PROPS son parámetros definidos en unos otros ficheros, son datos propios a cada 
material. La PROP(1), PROP(2), PROP(3), corresponde respectivamente al 𝑕0, 𝜏𝑠y 𝜏0. El 
GAMTOL es la deformación cortante total. El siglo “*” es la multiplicación y el siglo “**” 
corresponde a un elevación a un potencia. La función HSELF está cortada en dos termas 1 
y 2 para no sobrecargar el código. Si escribimos con estas informaciones la expresión del 
auto-endurecimiento.  
 
TERM1= 𝑕0𝛾𝑡/(𝜏𝑠 − 𝜏0) 
TERM2= 2. 𝑒−𝑕0𝛾𝑡/(𝜏𝑠−𝜏0)/(1 + 𝑒−2𝑕0𝛾𝑡/(𝜏𝑠−𝜏0)) 











= 𝑕0𝑠𝑒𝑐𝑕²(𝑕0𝛾𝑡/(𝜏𝑠 − 𝜏0)) 
Al final es seguro que la función de auto-endurecimiento descrito en el UMAT 
corresponde exactamente a la ecuación del modelo PAN.  
𝑕𝛼𝛼 (𝛾𝑡) = 𝑕0𝑠𝑒𝑐𝑕²⁡ 
𝑕0𝛾𝑡
𝜏𝑠−𝜏0
  Ecuación 5.1.1 
 
En nuestro estudio es neceser de entender este expresión porque necesitamos de cambiar la 
para que representa un endurecimiento de una estructura HCP. 
 
5.1.2 Datos entradas o PROP 
Los datos entradas o PROP son muy importantes porque define las propiedades del 
material. Estos PROP se definen en un fichero texto que se llama CARD. En estos card se 
define las propiedades mecánicas del material, la orientación cristalina del material al 
tiempo cero, los parámetros de endurecimiento 𝑕0, 𝜏𝑠 , 𝜏0, q. Se necesita de redefinir todos 
estos PROP, si cambiamos de materiales y además de estructura cristalina.  
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5.1.3 Limitación del número de familia de sistema de deslizamiento 
Tenemos una limitación técnica importante es que no podemos implementar más de 
3 planos de deslizamientos en el UMAT. Este número se define como la constante NSET 
numero de familia de sistema de deslizamiento. Otros dos constantes en relación a los 
sistemas de deslizamiento son el NSLIP numero de sistema de deslizamiento en cada 
familia y el NSLPTL número total de sistema de deslizamiento en todos los familias. 
NSLIP = number of slip systems in each set (INPUT) 
NSLPTL = total number of slip systems in all the sets (INPUT) 
NSET = number of sets of slip systems (INPUT) 
Como está definido en la tabla 2, por una estructura HCP estos constantes tienen los 
valores:  
NSET= 3 
NSLIP= 3 por el basal, 3 por el prismática, 6 por el piramidal. 
NSLPTL= 12 
El NSET está referenciado como la PROPS(25) en el UMAT. 
Con este limitación del número de familia de sistema de deslizamiento, se puede sin 
embargo tener en cuenta los sistemas Basales, Prismáticos y Piramidales. 
 
5.2 Estudio de los ecuaciones de endurecimiento 
5.2.1 Los mecanismos que debe tener en cuenta las funciones de 
endurecimiento 
Una función de endurecimiento desarrollado por los modelos numéricos por elementos 
finitos debe describir la evolución de la tensión cortante crítica por un sistema de 
desplazamiento según el tiempo. Como se ves en la parte teórica este aumento esta una 
función de de la deformación cortante. La evolución de la tensión cortante crítica depende 
también del sistema de deslizamiento y de la interacción de este sistema sobre los otros 
sistemas que ocurren. Por eso cada vez la función de endurecimiento tiene un valor de 
tensión cortante crítica inicial del sistema 𝜏0 y una otra parte que es una suma sobre todos 
los sistemas de deslizamiento, donde tiene un coeficiente que representa la interacción de 
este sistema sobre los otros y una función de la deformación. 
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5.2.2 El modelo de Pierce, Asaro y Needleman (PAN) [1] 
El modelo PAN fue al principio desarrollado para describir las curvas tensión-
deformación de los cristales de Aluminio (Aleación Al-2.8 wt%Cu) conteniendo 
precipitados θ (D.Pierce, R.J.Asaro & A.Needleman - 1982). Este modelo permitía tener en 
cuenta estos precipitados que endurecía el material, actuando como una barrera al 
movimiento de las dislocaciones y promoviendo el deslizamiento sobre planos secundarios 
(K.D.Prince & M.H.Richman - 1969).  
Para entender el funcionamiento del modelo de PAN en comparación a los otros modelos 
que se eligió, se necesita de volver a la expresión de la evolución de la tensión cortante 
critica en función de la evolución de la deformación cortante.  
𝜏 𝑐






En este ecuación (Ec.5.2.2.1) se define la evolución de la tensión crítica como la suma 
sobre los sistemas de deslizamiento de un producto de la matriz de endurecimiento y de la 
evolución de la deformación cortante por el sistema. En el modelo de PAN la función de 







Ecuación 5.2.2.2  
 
Los componentes diagonales están dados en función de la deformación plástica. Los 
términos de endurecimiento latente son proporcionales a los términos de auto-
endurecimiento.  
 
Parámetros de endurecimiento: 
0 : Tensión critica al empiezo de la 
deformación plástica  
s : Tensión critica a saturación  
0h : Velocidad iníciale de  
endurecimiento por deformación 
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En este modelo los parámetros de endurecimiento están supuesto el mismo por cada 
sistema de deslizamiento en cada familia. En parte siguiente se ve que por la modelización 
de un cristal HCP se necesita valores distintos.  
5.2.3 Modelo de endurecimiento de Tomé [2] 
 
El modelo de Tomé modeliza un polycristal de zirconio puro con una estructura HCP. Su 
ley de endurecimiento que define la evolución de la tensión cortante crítica (𝜏𝑐) en función 
de parámetros de endurecimiento (𝜏0, 𝜏1,𝜃0 , 𝜃1) y del desplazamiento cortante total (𝛾𝑡) por 





 𝛼 + 𝜃1




 𝛼  ) 
Ecuación 5.2.3.1 
𝜏 𝑐
𝛼= tensión cortante del sistema  
𝜏0= tensión cortante inicial 
𝜏1,𝜃0, 𝜃1= parámetros de endurecimiento 
𝛾𝑡= deformación cortante total 
= índice de sistema de deslizamiento 
 
En esta ecuación se puede ver que la tensión cortante critica está definida por cada sistema 
de deslizamiento y que los parámetros de endurecimiento pueden ser diferentes según el 
sistema de deslizamiento. 
 
Tomé tiene en cuanta el auto-endurecimiento y el endurecimiento latente según un 
coeficiente 𝑕, que estima el aumento de la tensión critica cortante de un sistema  sobre 











Esta ecuación muestra que la variación de la tensión cortante crítica por un sistema 
depende de la variación de la deformación cortante de cada sistema multiplicado por un 
coeficiente propia a cada sistema.  
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Tomé estudia la reacción del zirconio en tensión y compresión según orientación cristalina 
definida y a diferentes temperatura 76K y 296K. Considera que los planos de 




Figura 5.2.3: Representación de los sistemas de deslizamiento en el modelo de Tomé 
 
Los valores que nos interesa son los valores de los parámetros de endurecimiento por los 
sistemas prismatica y piramidal, definido par Tomé en tracion y a temperatura normal. 
Estos datos son repertorado en la tabla siguiente. 
Sistema 𝝉𝟎 𝝉𝟏 𝜽𝟎 𝜽𝟏 𝒉 𝒉𝒑𝒓 𝒉𝒑𝒚 
Prismática 5 30 1500 50 1 1 1 
Piramidal 70 270 3000 25 1 1 1 
Tabla 5.2.3: Valores de los parámetros de endurecimiento de Tomé 
 
Considerando estos valores se ve que Tomé defino por cada parámetro de endurecimiento 
tres valores según si el deslizamiento esta en el plano prismática o piramidal. Se nota que 
el coeficiente h tiene la valor 1 por cada interacción. Es decir que Tomé considera que la 
interacción entre los diferentes sistemas son las mismas. 
5.2.4 Modelo de endurecimiento de Parisot [3] 
 
El modelo de Parisot modeliza un polycristal de zinc puro con una estructura HCP. Su ley 
de endurecimiento es la siguiente: 
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𝜏𝑐  = tensión cortante critica 
𝜏0= tensión cortante inicial 
b y Q = parámetros de endurecimiento 
𝛾𝑡= deformación cortante total 
 y = índices de los sistemas de deslizamiento 
H= matriz de interacción entre los sistemas 
 
La ecuación que utiliza el modelo de Parisot dice que la evolución de la tensión cortante de 
un sistema  es iguales a una tensión cortante inicial 𝜏0 definido por cada sistema de 
deslizamiento, mas una función que representa la evolución de la tensión cortante, debido a 
la interacción entre los otros sistemas de deslizamiento. Se nota que la tensión cortante 




Parisot define una forma ideal de la matriz de interacción entre los sistemas de la misma 
familia y los sistemas de familias diferentes. 
 
Matriz5.2.4: Matriz de endurecimiento en el modelo de Parisot 
 
Parisot tiene en cuenta los sistemas de deslizamiento basal, prismático y piramidal, por eso 
la matriz de endurecimiento es una matriz 12x12. En este matriz tiene dos parámetros 
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identificada por la letra Q y la letra h son dos coeficientes, el Q tiene la dimensión de una 
tensión y el h está sin dimensión. El Q esta propia a cada plano de deslizamiento y el h esta 
diferente según el plano y la dirección de deslizamiento. Por eso, el h tiene dos índices, el 
índice de plano arriba b, p, 𝜋2 y los índices de interacción entre dirección de deslizamiento. 
Se nota que la matriz H esta simétrica, es decir que la interacción de un sistema x sobre un 
sistema y es lo mismo que la interacción del sistema y sobre un x. Pero como cada plano 
de deslizamiento tiene su propio valor de Q, al final la matriz QH no está simétrica. 
Además la diagonal de la matriz es el auto-endurecimiento y el resto es el endurecimiento 
latente. De este forma al contrario que en el modelo PAN cada plano de deslizamiento no 
influye de la misma manera sobre los otros planos de deslizamiento. También dentro de un 
plano de deslizamiento las diferentes direcciones de deslizamiento no influyen de la misma 
manera sobre los otros. 
Sistemas 𝜏0 Q 𝑕1 𝑕2 𝑕𝛼𝛽  𝑐𝑜𝑛  𝛼≠𝛽  b 
Basal 0.3 1 1 2 2.8 3 
Prismática 5 4.5 1 1 2.8 10 
Piramidal 3 15 1 1 2.8 30 
 Tabla 5.2.4: Valores de parámetros de endurecimiento de Parisot 
5.2.5 Síntesis de los modelos 
 
Hemos visto tres modelos de endurecimiento diferentes  
- El de PAN: 
𝜏 𝑐
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 𝛼 + 𝜃1




 𝛼  ) 
Ecuación 5.2.5.4 
 















En todos estos modelos se define la tensión cortante crítica, una matriz de endurecimiento 
y una función exponencial que depende de la deformación cortante y de parámetros de 
endurecimiento. Además la diferencia entre el modelo de PAN y los dos otros modelos es 
que los parámetros de endurecimiento son diferente por cada familia de deslizamiento y 
que la matriz de endurecimiento  puede tener un valor diferente por cada sistema. Entonces 
hace falta tener en cuenta estas diferencias en la ecuación de PAN. Para determinar cómo 
hacer lo, hemos comparado las ecuaciones de tensión cortante en función de la 
deformación. Este estudio nos da la posibilidad de ver si las curvas pueden ser las mismas 
y determinar los parámetros a cambiar, particularmente en los índices de parámetros y la 
matriz de endurecimiento. Pero en primer lugar se modificó la expresión de PAN para 
tener la buena ecuación. 
5.3 Comparación de las curvas tensión deformación 
5.3.1 Modificación de la ley de PAN 
 
En primer lugar tenemos que modificar la ley de endurecimiento del PAN para que sea de 
la misma forma que las expresiones que hemos encontrado en los varios documentos 
hablando de ley de endurecimiento por estructura cristalina HCP. Estas ecuaciones son 
funciones de la tensión cortante y de la deformación cortante. Para obtener esta ecuación 
desde la ley de endurecimiento de PAN tenemos que espesar desde la ecuación siguiente, 
que nos da la evolución de la tensión cortante crítico por un sistema  (𝜏 𝑐
(𝛼)
) en función de 
un matriz de endurecimiento y de la evolución del deslizamiento cortante por los otros 
sistemas  (𝛾 (𝛽)). 
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Después reemplazar la función de endurecimiento 𝑕𝛼𝛽 , que es una función del 
deslizamiento cortante total (𝛾𝑡), en la ecuación ( ). 
   
=>  𝜏 𝑐
(𝛼)








Esta ecuación dice que la evolución de la tensión cortante critica (𝜏𝑐) de un sistema  es 
iguale a la suma sobre los otros sistemas  de una función que depende de la deformación 
cortante total (𝛾𝑡) y de la evolución de la deformación cortante por los sistemas . Por 
hacer nuestro comparación podemos considerar solamente un sistema de deslizamiento, es 
decir que ponemos  igual a . De esta manera no tenemos suma, el gamma total esta 
iguales al gamma del sistema . Hacer esta simplificación es el mismo que considerar 
solamente el auto-endurecimiento. Esta simplificación nos da la expresión siguiente: 
 𝜏 𝑐
(𝛼)




 𝛾 (𝛼) 
Ecuación 5.3.1.5 
 
E integrar esta ecuación sobre el tiempo, obtenemos la ecuación que necesitamos por 
comparar la a los otros modelos: 
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En cuenta de nuestras hipótesis podemos comparar solamente función de auto-
endurecimiento.  
 
He trazado con el programa maple la curvas que representa la ecuación de auto-
endurecimiento de PAN, con los parámetros de endurecimiento definido en Alcala, J., et 
al., Micromechanics of piramidal indentation in fcc metals, por un deslizamiento cortante 




Grafico 5.3.1. Representación de la ecuación 5.3.1.6 con los parámetros de plasticidad del modelo PAN, en 
la tabla5.3.1 
 
𝜏0 60.8 MPa 
𝜏𝑠 109.5 MPa 
𝑕0 541.5 MPa 
q 1 
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Se compara estas curvas con las otras curvas de auto-endurecimiento de Tomé y Parisot. 
5.3.2 Comparación de las curvas 
5.3.2.1 Tomé / PAN 
 
Para comparar la forma de la curva de endurecimiento se considero el auto-endurecimiento 
de la estructura HCP, en tracción y a temperatura normal. Entonces consideremos los 
parámetros en la tabla (5.3.2.1). 
 










































Tabla 5.3.2.1 Parámetros de endurecimiento de Tomé y parámetros de la ecuación de PAN definidos 
experimentalmente con la comparación entre las curvas de Pan y Tomé por los sistemas prismática y 
piramidal. 
 
Con estos datos podemos trazar las curvas tensión deformación de la función de 
endurecimiento por un sistema de deslizamiento y comparar estas curvas con curvas 
trazados con la ecuación de PAN por el mismo sistema de deslizamiento. Para ver si las 
dos curvas pueden corresponder. He modificado las constantes de PAN hasta que los dos 
curvas se sobreponen al mejor. El resultado se puede ver en las curvas siguiente por un 
sistema de auto-endurecimiento prismatic y piramidal. Las constantes retenidas por la 
función de PAN son en la tabla ¿? En la estructura HCP tenemos 3 planos de 
deslizamiento, por eso tenemos que determinar 3 valores diferentes de los parámetros de 
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endurecimiento. Por eso definimos tres índices “b” por el sistema basal, “py” por el 
sistema piramidal, y “pr” por el sistema prismático. 
 
 
Grafico 5.3.2.1.1 Comparación de los curvas de endurecimiento por el sistema prismatic. Curva azul 
representa el de PAN, curva rojo representa el de tomé. 
 
 
Grafico 5.3.2.1.2: Comparación de los curvas de endurecimiento por el sistema piramidal. Curva azul 
representa el de PAN, curva rojo representa el de tomé. 
 
Las curvas de endurecimiento de PAN y Tomé son curvas parabólicos y con modificación 
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misma forma. Pero el principal problema entre estos curvas es que la curva de Tomé no 
satura a la diferencia de ella de PAN. 
 
5.3.2.2 Parisot / PAN 
 
Si hacemos la hipótesis que tiene solamente un sistema de deslizamiento y consideramos 
solamente el auto-endurecimiento la ecuación de endurecimiento de Parisot puede se 











En este ecuación como en la ecuación de Tomé la tensión cortante de un sistema  esta 
función de parámetros de endurecimiento propio por cada sistema de deslizamiento. La 
diferencia es que la deformación cortante total está definida por cada sistema. Como por la 
comparación de las curvas de Tomé se definió, parámetros  
 













































Tabla 5.3.2.2: Valores de los parámetros de endurecimiento de Parisot 
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De la misma manera que la comparación en las curvas de Tomé y Pan, se comparo los 
curvas de Parisot y PAN. Las curvas están siguiendo. 
 
 
Grafico5.3.2.2.1: Comparación de los curvas de endurecimiento por el sistema basal. Curva azul representa 




Grafico 5.3.2.2.2: Comparación de los curvas de endurecimiento por el sistema prismática. Curva azul 
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Grafico5.3.2.2.3: Comparación de los curvas de endurecimiento por el sistema piramidal. Curva azul 
representa el de PAN, curva rojo representa el de Parisot. 
 





La función de endurecimiento definido por una estructura FCC se puede adaptar por 
estructuras HCP, por que tiene la misma forma que los curvas en diferentes modelos que 
representa el endurecimiento por estructura HCP.  
Se puede ver que los curvas de Parisot son mas en concordancia con las curvas de PAN al 
contrario de  los curvas de Tomé que no saturan. Es por eso que en nuestro estudio 
siguiente aceptamos el modelo de Parisot. 
Hemos también visto que para que las curvas tensión deformación de PAN se ajusta a ella 
de Parisot se debe definir unos valores la tensión cortante inicial 𝜏0, la tensión cortante de 
saturación 𝜏𝑠 y el coeficiente de endurecimiento inicial 𝑕0 por cada familia de plano de 
deslizamiento (basal, prismatic, piramidales). Por eso tenemos que poner el índice  sobre 
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Se puede ver que el rolo de q es el mismo rolo que el producto de los matriz Q y H de 
Parisot, que definen la interacción entre los sistemas de deslizamiento. Entonces podemos 
definir el q como un matriz que varía según los sistemas de deslizamiento  y . Al final 




















Esta ecuación define el endurecimiento de una estructura HCP con el sentido de la 
diferencia entre cada familia de sistema de deslizamiento y la interacción entre los 
sistemas. Pero en la UMAT se define la ecuación de endurecimiento con una expresión de 
𝑕𝛼𝛽 , por eso tenemos que volver a la ecuación de la forma: 






Con las modificaciones que tuvimos en cuenta, pues la ecuación se escribe de la manera 
siguiente: 













Ahora hemos visto que la ecuación de PAN se puede modificar para representar el 
endurecimiento de una estructura HCP. Pero falta de definir la matriz de endurecimiento 
por el sentido de la interacción entre sistemas de deslizamiento. 
5.4 Matriz de endurecimiento 
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Es una parte muy importante porque es este matriz que tiene el sentido de las interacciones 
entre los sistemas de deslizamientos. Es en este matriz que se puede ver también las 
diferencias entre las estructuras cristalinas FCC y HCP. Como le hemos visto en la parte 
2.4 una estructura FCC tiene un plano de deslizamiento con doce direcciones. Por lo tanto 
la estructura HCP tiene trece planos de deslizamientos. 
5.4.1 Presentación de la matriz actual 
 
Actualmente no tenemos matriz de endurecimiento por los materiales de estructura FCC. 
Solamente se diferencia si es el auto-endurecimiento o endurecimiento latente. Pero 
podemos considerar que este matriz está representado por el coeficiente q en la ecuación: 
𝜏𝑐
(𝛼)







Donde q pone unos valores 0, 1, 1.4, 2 cuando la interacción es latente y la valor 1 cuando 
es la auto-endurecimiento. Este valor se define antes de empezar los cálculos. En el UMAT 
el q esta un valor que interviene solamente en la expresión del endurecimiento latente. 
 
La matriz de endurecimiento seria un matriz 12x12 con 1 en la diagonal y 1.4 fuera de la 







5.4.2 La forma que debe tener nuestra matriz 
 
Como le hemos visto anteriormente lo que consideramos ahora como la matriz de 
endurecimiento está representado por la matriz 𝑞𝛼𝛽  y este matriz debe ser la misma que el 
producto de las matriz Q y H de Parisot. Es decir una matriz 12x12. Por comparación entre 
las ecuaciones podemos definir los 𝑞𝛼𝛽 de la manera siguiente: 
𝑞𝛼𝛽 = 𝑄
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Como los 𝐻𝛼𝛼  son iguales a 1 y que solamente H depende de  y , si definimos por 
experimentación los 𝑞𝛼𝛼 , podemos obtener la matriz final de endurecimiento en función 
del coeficiente de auto-endurecimiento 𝑞𝛼𝛼  y de los valores 𝐻𝛼𝛽  de Parisot. De esta 
manera podemos definir todos los coeficientes  𝑞𝛼𝛽 , (ecuación 5.4.2.1): 






























































































































Matriz 5.4.2: Matriz idealizada de Pan por estructura hexagonal 
6 Determinación de los parámetros y de la matriz de 
endurecimiento por un zinc puro 





 para representar las mismas curvas de tensión deformación que representa la 
función de endurecimiento de Parisot.  
6.4 Procedimiento 
 




























Ecuación 6.4.2 de Parisot 
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Con los parámetros de endurecimiento de Parisot, la tensión cortante inicial es la misma en 
los dos ecuaciones y tenemos por comparación la expresión del 𝑞𝛼𝛽 : 
𝑞𝛼𝛽 = 𝑄







Donde 𝑄 𝛼 𝐻𝛼𝛽  𝑦 𝜏0
(𝛼)
 son los valores de Parisot. 





Eso le he hecho por aproximación de la manera siguiente: 
- Trazar la curva de Parisot con su valores en un sistema de deslizamiento 









 de manera que las dos curvas se superponen. 
Los valores traído del documento de Parisot son catalogado en la tabla ¿?.  
En Maple he definido las ecuaciones con símbolo diferentes, la correspondencia entre los 
símbolos de Maple y de los símbolos utilizado precedente son catalogados en la tabla 
siguiente. 
 
Sistema 𝝉𝟎 𝝉𝒔 𝒉𝟎 QH b 
Basal T0b Tsb h0b Qb bb 
Prismática T0pr Tspr h0pr Qpr bpr 
Piramidal T0py Tspy h0py Qpy bpy 
Tabla 6.4: concordencia entre simbolos de maple y de la memoria 




sobre la forma de la curva 
 




sobre la forma de la curva 
tensión deformación. El procedimiento es de trazar la curva de Parisot, aquí la curva de 
tensión deformación por el sistema basal, de la sobreponer a la curva de PAN (grafico), y 
de aumentar una de los valores por un lado el  𝜏𝑠
(𝛼)
 (grafico), por otro lado el 
𝑕0
(𝛼)
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Este experimentación nos permite de ver la deformación de las curvas cuando aumento un 
de los parámetros, es necesario de entender cómo evoluciona la forma de la curva para 
ajustar estos parámetros cuando se intentó de hacer sobreponer las curvas. 
6.6 Resultado 
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Curvas que se sobreponen al mejor por el sistema basal 
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6.6.2 Estudio del sistema prismático 







Curvas que se sobreponen al mejor por el sistema prismático 
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Curvas que se sobreponen al mejor por el sistema prismático 
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De este punto tenemos valores aproximativos para representar el auto-endurecimiento de 
un zinc puro, a partir de la ecuación de PAN que hemos constructivo. Estos valores son 
catalogado en la tabla siguiente. 
 
 𝜏0 𝜏𝑠 𝑕0 q 
Basal 1.5 85 175 0.01 
Prismatico 22.5 90 460 0.06 
Piramidal 15 80 1350 0.23 
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Ahora tenemos los coeficientes 𝑞𝛼𝛼  de auto-endurecimiento y con la relación: 
𝑞𝛼𝛽 = 𝑞𝛼𝛼 . 𝐻𝛼𝛽  
Donde 𝐻𝛼𝛽  son valores de Parisot. 







































































































































































Matriz 6.6.4: Matriz de endurecimiento construye por el modelo PAN y un zinc puro 
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El código implementado en la UMAT para la modelización de la deformación plástica de 
cristales cúbicos se puede cambiar en diferentes partes a fin de considerar los diferentes 
sistemas de deslizamiento de los cristales hexagonales. El estudio de dos funciones de 
endurecimiento para un cristal hexagonal nos permite de afirmar que la ecuación de 
endurecimiento del modelo PAN permite ajustar las modificaciones necesarias para 
representar la evolución de la tensión cortante crítica para cada sistema de deslizamiento 
en cristales hexagonales.  







 donde  representa un plano de deslizamiento), debido 
a la presencia de tres sistemas de deslizamiento en los cristales hexagonales. La 
comparación del modelo de Parisot y particularmente la comparación de su matriz de 
endurecimiento a la de PAN, permite definir una nueva matriz (𝑞𝛼𝛽  , donde  y  son 
índices de todos los sistemas de deslizamiento) de endurecimiento para el modelo PAN.  
A fin de precisar estas modificaciones, se comparan las curvas de tensión--deformación del 
modelo de Parisot con los parámetros de endurecimiento para el zinc puro, de tal manera 
que se puede determinar los parámetros de endurecimiento del PAN. Finalmente, la 
determinación de los coeficientes de auto-endurecimiento de la matriz de endurecimiento 
que tiene una relación con los coeficientes de endurecimiento latente, permite construir 
toda la matriz de endurecimiento. 
Hemos visto en este estudio modificaciones teóricas sobre el modelo de plasticidad 
cristalina, pero falta todavía realizar modificaciones en la UMAT, la simulación en 
ABAQUS de un ensayo de tracción y la comparación de los resultados con aquellos 
obtenidos experimentalmente a partir de una búsqueda bibliográfica.  
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